T+s
\ v
oV €,

Split, Republika Hrvatska, 15. travnja 2026.

% prof. dr. sc. Dario Ban M=
“in n»“: Fakultet elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje, Sveuciliste u Splitu
OPCI INTEGRAL SVOJSTAVA POVRSINE ORUBLJENE KRIVULIJOM
Diskretni vektorski umnozak Diferencijalni vektorski umnozak (Greenov teorem)
Zadan je op¢i zatvoreni poligon D. A oo Zadana je opca parametarska krivulja c(¢), koja
Skup tocaka opéeg poligona koji tvori krivulju Y poeey orubljuje podrucje povrsine D. Zadani su vektori:
koja ga omeduje je: {x;}, {vi},i=1,... N o =px, ) ipm=(p+ds), »=x+dx,y +dy)
Na poligonu D se mogu formirati trokuti 4;s: Tad je povrsina trokuta A(O, T, T"):
A =24, dA |[dA| = [12(p1 x p)| = 12| px(p + ds)]
Zadani su diskretni vektori: 4 T'(x+dx, y+dy) U matricnom obliku je:
pi=pxs i), i=1, ., N+ 1 ds J); 1 i j k
Tad je povrsina trokuta i jednaka: T(x, y dA = 7’ det| x y 0
Ar=11/2(p:% pr) dx X+dx y+dy 0
c() ; £ . Element povrsine orubljene diferencijalnim dijelom

Numericka integracija svojstava povrsine (pres) krivulje 0D (Gireenov teorem):

. ) o dA=12x(y + dy)— y(x + dx)) = 1/2(xdy — ydx)
Indeksi dimenzionalnosti integrala su: >
mn=0,1,2,.. o X "Diferenciranje po trokutima"
Izraz za povrSinu orubljenu krivuljom c(?) je: Integral povrSine podruéja D orubljenog krivuljom
A=1y=1op = 12-Z(xryir1 — Xi1:Vi) A= l/2-|JaD(xdy - ydx)|

1ZVOD INTEGRALA MOMENATA POMOCU DIFERENCIJALNOG VEKTORSKOG UMNOSKA
(Odredeni iz izraza za numericku integraciju momenata povrsine, dobivenih iz diskretnog vektorskog umnoska.)
My =10 =V6-Z(y; + yir1)- (i1 —Xin1¥i) = Zivi + yin), limpy0 > (v +y +dy) > =2y
M, = 1o =1/6-Zi(x; + Xjs1)-(XiVie1 — Xiv1Vi) = 20 + X341), limay0 = (x +x + dx) > = 2x
L. = Lo =112-Zi0% + ywint + Y1) (Xiryist — Xis1:Vi) = Zi02 + ypier T Y2, limy0 = 02 +y(v + dy) + (v + dy)?) > =3)2
L, = Top =1/12-Zx% + x; X1+ X%50)-(yien — Xisryi) = 2% + x5 X010+ x%41), lima 0 = (2 + x(x + dx) + (x + dx)?) — = 3x?
Lo = 1) =124-Z2xp; + X1 T Xeeyi + Xis1Vir) (5Vie1 — Xis19i) =
Za limay0, limay0 = 2xp; + Xyt T Xinyi T Xiyie1) = 2xy +x(v + dy) + (x + dx)y + (x + dx)(y + dy)) = = 6xy

OPCI INTEGRAL SVOJSTAVA POVRSINE
(MOMENTNI OBLIK KRIVULJNOG INTEGRALA GREENOVOG TEOREMA)

M, =1/Q2 + m+ n)fspx"ym-(x-dy —y-dx),m=n=0,1,2

INTEGRAL POVRSINE ORUBLJENE KRIVULJOM

A= Mool = 12 + 0+ O)|fp x5 (x-dy — )| A = |Moy| = 1/2[ep (x-dy - y-d)|
INTEGRAL HORIZONTALNOG STATICKOG MOMENTA POVRSINE ORUBLJENE KRIVULJOM
M, =M= 1/2+ 0+ 1)-Jopx0"-(x-dy — y-dx) M,=M,y= 1/3-IaDy-(x-dy —y-dx)
INTEGRAL VERTIKALNOG STATICKOG MOMENTA POVRSINE ORUBLJENE KRIVULJOM

M, = My, = 1/2+ 1+ 0)-fapx!0-(x-dy — y-dx) My = M()’l = 1/3J.ap X'(X'dy —de)
INTEGRAL HORIZONTALNOG MOMENTA TROMOSTI POVRSINE ORUBLJENE KRIVULJOM
L= Msg=1/(2 + 2 + 0)-Jspx092-(x-dy — y-dx) I.= Mz,o = 1/4JaDy2(Xdy - de)
INTEGRAL VERTIKALNOG MOMENTA TROMOSTI POVRSINE ORUBLJENE KRIVULJOM

I, = Moy = 1/2 + 0 + 2)-Jap 2% (x-dy — y-dx) Iy =My,= 1/4_[51) xz-(x-dy —y-dx)
INTEGRAL CENTRIFUGALNOG MOMENTA TROMOSTI POVRSINE ORUBLJENE KRIVULJOM

]xy = M1,1 = 1/(2 +1+ 1)-I5Dx1~y1-(x-dy—y-dx) Ixy = Ml,l = 1/4.Iabx.y.(x.dy _y,dx)
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